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�

��� ������	� 
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�� ����������	
�

��� �������	� 
��
�� ����������	���

�	��������� �� �������� � �������

�	��������� �� ������� �� ��	������

�������
�� ��� �� ��!� ��� �
������ ��� �! ��� � ����� �����
� ��������" #���� �������$

��� �� ��������� ��
� ��%��� �������$ ������������ �� �����
� ���������	� ����� 
����� ��

�����
$�� ������	�
$�����" ����&��
 ���� ��� �����
�� ��� ��&�� ������ � � ������
$���

��
�������� ���
��" '�� ��� ���	
���
� � �������� ���$�"
(�� ��
$�� �
������ �����
�
� �������� �� ��������� ��� ������
� ��� ��� ��

��������" '�
��� &� ��
� ��%� ����
����� ��	�� ���!�
��$� ��� ��� ��
���
� ����
)���

������ ������	�
$����* +������������ ��� ����
��$ ��������$ , ��&�� 
� �
�&��$ ������

������	�
$���� � �������" '��$ ��&�� ���$� ��� ��� �� �! ���������� �&�
$����
 � �� ������

����) �� ����$ ��������" #���� ��� ��
� ������ �� ��%�
� �������$ ���	������ �������

������
�
� �� ��&�� 
� �! ������ ������	�
$����� �
�&��$ ������� �
� ���"

������ ���	
��� ��
��
' ������ ������ ������	� 
��
� !����� -�
�� ���
� N , ��
������� ������	�
$�����

.1 ≤ N ≤ 7/" 0
���)1�� N ����� �����&�� �� ��� -�
�� ���
� W � H ��&���" 2�� �
��� � %�����

�����������)1�	� ������	�
$��	� ����� 
�����" #��
� � ������ ��!��
�)��� ����� �����
��"

3������������� ��� .1 ≤ W,H ≤ 10/"

������ ����	
��� ��
��
' �������� 
��
 ������� �
��� 45674 .��
$%��� ������� � ��! �������/ ��
� �! ������

������	�
$����� ��&�� �
�&��$ -�
�� ������� ���� ����� ������� ����� �� ���
�����
��$ ��

���	 �� ���	�" ������ �������� 4894 .��
$%��� ������� � ��! �������/"

������
����������	
� ����������	���
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��$�	� #%%&

������ �� ��	������ 
	��

��� ������	� 
��
�� ��
���	
�

��� �������	� 
��
�� ��
���	���

�	��������� �� �������� � �������
�	��������� �� ������� �� ��	������

(�� ����%� �!������� ������� %�������� ���$  :�� 
�	���� ������� ����� �����
� ��

	���!����
� �
� �������
� �� ��� �
����� � ����� � ����������
����� ������
���� �1� �� ����

�
����" ;���� ����!��� ���������� �	� ���&���� ����&� �� ����� 434"

������� � :��� !����� �� ����� ������������$ ��������	� %�������	� ����" �� ��
�������

���� ��� � ��	� ���$ ������
����� ���� �� �������" < ������ �� ��&�� �������$ � ����� �! �������

������
����� ������ )	� !����� ������"

=� ����� ������������$ %�������) ����� �! N ����� � N ���
�-��" >�����-�� �������

���
��� �� � �� N � ���� ������)��� ������ ���!� � ���
�-� , �
��� �������" >�����
����

4�����4 ������������� ���
�����) ������ ����� 4)	4, ����$%���) ������ ����� 4!����4,

����$%���) ������ ���
�-� �� ������-� 4������4, ���
�����) ������ ���
�-�"

>�������� ���$ ��&�� �����%��$ ���	� ������ ����� ������� �� ?@ 	������� ��
���� ������� ��
?@ 	������� �������� ���&�� ��
��� � ���&�� �������" ��� ���&��� ��
��� � ������� ����������

��� �� ��� �
���� ������� �"�" ����� ���� ������� ���$� � ����� �� ���� �
���� ��
��� �
� �������

.��������
$�� ������
���� �!	
��� ����/ ��������������" '������$ !� �����
� ����� !����1���"

��� ���&��� ������
���� �!	
��� ���� �� ��������"

'�� ���� ���������� ����
$��� �
����� 	�� ����� ���$� ������
���� �!	
��� ����� � ���&�

���������� �������� �
����" '�%� !����� , ����� ������
$��� ��
������� ������ !� �������

��������� ���$ ��&�� ����� �� ����
$��� �� �������� �
����"

������ ���	
��� ��
��

' ������ ������ ������	� 
��
� !����� -�
�� ���
� N , ��!��� ����� .2 ≤ N ≤ 20/" '� ������

������ ����! �����
 !����� ��� -�
�� ���
� C � R , ����� ��
���� � ���� ����
$��� �
����" '

����$�� ������ !����� ���� ����� �! ������� A8A� A7A� A6A� ABA , ������
���� �!	
��� ���� .������

)	� ������ �
� !����� ��������������/" �� ������-� � ��������� ������ ����! �����
 ���� ��� -�
��

���
� C2 � R2 , ����� ��
���� � ���� �������� �
����" 3������������� ��� ��� ������ ���������

� ����
$��� �
���� ��
������� �� ��������"

������ ����	
��� ��
��

' ������ ������ �������	� 
��
� �������� ������
$��� ��
������� ������ !� ������� ���$
��&�� �����%��$ ��������� ���$" +�
� ������$ �! ����
$��� �
���� � ������� ����!��&��� ��

�������� −1"

������

��
���	
� ��
���	���
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��� ��
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��
���� ����
�
��
� ��
�� ���� ������
���� �� ���
�!
�� "# �
��$�	� #%%&

������ �� �������� �����	�

��� ������	� 
��
�� �����	
�

��� �������	� 
��
�� �����	���

�	��������� �� �������� � �������
�	��������� �� ������� �� ��	������

'�% ���	 ����� ���
��$ ����&��� ������� ����� ������
�� � ���� �! ����� �
�&��	�

!�����&$�" '��	� �� �
������� ��������� N ���
��" ������ ��
���� �������� � ����� ���!�
��$

����
$�� ��������" +�� ���!�
�� ��� ��!��&�� ��	����� ����� ��!���$ ����� �� �����
$��

������" ' ���������� ���� 	���� ��1�������� ���!��$ �������)� ��
� ��&��� ����$ ����� �����

��������
��� ��
�&���
$��� ���
�� ��
$%� �����-�� � ������	� ��� ������� ��
���
��� ����� 2
�
� 3" C�
�� ��	�� ������� ����$ �� ��
&�� ��
��$�� ��-�
� �� ���	�) ����$"

'�% ���	 �� ��
�� � ����������� ��:���� �� �������
 ��� �����$ ���" < ��� ����� �� �%����$��

� ��������� ��%�
� �������$ ���	������ ������� �� ������ ����� N ������ ��&��� ��!������� �
�

���&�� ��� :�� ����!��&��"

������ ���	
��� ��
��

' ������ ������ ������	� 
��
� !����� -�
�� ���
� N , ��1�� ����� �������� .1 ≤ N ≤ 1018/"

������ ����	
��� ��
��

' ������ ������ �������	� 
��
� �������� ��
������� �
�	����� � ��������� ��!������� �
��

��
� �	� �� ��1�������� �� �������� 0" '� ������ ������� ����! �����
� �������� ��� �
�	����� �


)��� �������" +�
� ������� �����
$��� �� �������� 
)��� �! ���"

������

�����	
� �����	���
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�
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'�����(� + �) *
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���� ����
�
��
� ��
�� ���� ������
���� �� ���
�!
�� "# �
��$�	� #%%&

������ �� �	������

��� ������	� 
��
�� !����"�	
�

��� �������	� 
��
�� !����"�	���

�	��������� �� �������� � �������

�	��������� �� ������� �� ��	������

D ����
� C���
����� ���$ ���������� ���������" >� � ���
����� ����� 
����
� ���
�

��������$ �����-�" #�%� ����
�����	� �������� ������
��
 �����%��� �
����� ������ ������


�� �
�& ��!�	����$� � ��� ����	 , ��
������ !�������" < ���$ ��������� �����&��
� ��� �����

�����
�
 �� 
����
��� ��� !������� ����� ��
$�� ����! 	��"

E�%�
 ����
$ ��������$� �� ������� 
� �	� ���������" F
� :��	� !���
 �� ��� �
���)1�)

!����� .������) ������
 � ����� �� ������	�������� &����
�/"

����$ ���� ���&����� A� ������1�� �! n ��
�&���
$��� ����
 a1, a2, ..., an" ������
�� �� ���

���-�)�

σ(A) =

n∑
i=1

ai

n∏
i=1

ai

F��	��� �
������ !������� :��� 
���-�� , :�� ����%���� ����� :
������� ���&����� A � ��

����!������)"
F�
��� ������
�� ���	�) 
���-�)�

λ(A) =
∑

S⊆A

σ(S)

G���$� ������������ ������� �� ���� �������� ������&������ A"

'����� !������ ����� !������� 
���-�� λ �� ���&����� ���� ������
$��� ����
 �� 1 �� N � �"�"

λ({1, 2, ..., N})"
(���
$ !���
 :�� !����� ����������� �� ��� �� �� ������
� ��� ��� �� �� �� ��%��$ �� ��&���

� !����� � ��������$ �����
$����$ ��%���� ��� �� ��� ��
�" '�� �� ������ �������$ ���	������

������� ������
� �� !������� 
���-�� λ � !���������� �� N " ����
$!�� ��� ����
$� �� �������

����� ���&�� ��������$ �����
$����$ ������"

������ ���	
��� ��
��

' ������ ������ ������	� 
��
� !����� -�
�� ���
� N .1 ≤ N ≤ 1000/"

������ ����	
��� ��
��

' ������ ������ �������	� 
��
� �������� ����� �� ������ !�����" <���
)���� ��	��%����$

�� ��
&�� �����%��$ 10−6"

������

!����"�	
� !����"�	���

� �

� �	
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'�����(� , �) *



�����
��� ��
����
��
���� ����
�
��
� ��
�� ���� ������
���� �� ���
�!
�� "# �
��$�	� #%%&

������  � !	�
��	�
�

��� ������	� 
��
�� ����
��	
�

��� �������	� 
��
�� ����
��	���

�	��������� �� �������� � �������
�	��������� �� ������� �� ��	������

G����� ����$ ������" '�� ���� N -�
�� ����
 a1, a2, ..., aN " '��� ��� ��&�� ���
��$ ,

������������$ �� �� �� �������)" ������ ��� ��!��%����� ����!�����$ ��
$�� ���� ���������

������$ 
)��� :
����� � ����������$ ���
�������
$����� ����
 ������ � �
��� �� ��	�" >��������

��
� ��� ���� ���
� (7, 1, 3, 9, 8)� �� ��� ������ �����	� :
������ �� ��
����� ����� (7, 8, 9, 3, 1)�
��� ������ �����	� , (7, 1, 8, 9, 3)� ����$�	� , (1, 7, 3, 8, 9)� ��������	� , (3, 1, 7, 9, 8)� �� ������-�

����	� , (9, 3, 1, 7, 8)"
������������ ������ �� �� �������) .�
��� �������/� ����
$!�� ������ �������� ��
$ �
� ��
��

��!"

������ ���	
��� ��
��

' ������ ������ ������	� 
��
� !����� -�
�� ���
� N , ��
������� ����
 .1 ≤ N ≤ 100/" '�

������ ������� ����! �����
� ���� ���� ���
�" 3������������� ��� ���
� ����� -�
��� � �� ��
$%�

1000 �� ����
)"

������ ����	
��� ��
��

' ������ ������ �������	� 
��
� �������� ��
������� �������� .�� ��
�� 11000/�
����!�������� ��� ������� ����
" +�
� ������������$ ���
� ��
$!�� �
� � 
��%�� �
���� ��������

����!����� ��
�� 11000 ��������� �� �������� −1" ������ �� ������ ������� ����! �����
� ��������
�������� � ��� �������� � ������� ��� ��
&�� ���$ ����!������� ����� ������������$ ������

�����" (�&��� �������� ������
����� ��!�-��� ��������	� :
������" 2
������ ������)����

������� � �����-�� �
��� �������" +�
� ������� �����
$��� �� �������� 
)��� �! ���"

������

����
��	
� ����
��	���
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��� ��
����
��
���� ����
�
��
� ��
�� ���� ������
���� �� ���
�!
�� "# �
��$�	� #%%&

������ "� #	�	
	��

��� ������	� 
��
�� $�""�	
�

��� �������	� 
��
�� $�""�	���

�	��������� �� �������� H �������

�	��������� �� ������� �� ��	������

(���
$ C���
����� ����$ 
)��� �
�%��$ �� ����� ��
���
$��� ����!���" 2�� !���� ����
��)�

�	� ��
��� �� -�
�� ���$" ����&�� �� ��%�
 �!���$ � !������� ��� ��� �	���� �� :��� ��
���
��"

���!�
��$� ��� � !������ ������� N ��
���
��" F
� ��	�� ����� ��	���$ ����) �� ��
���)�

!�����$ !����� � ����� ������ ������!�� �
� ��&��	� ��
���
� ������ -�
����
����� ����������
S,A,B � M " S , ������� ��������
$�� ����
� ��
����� � ������) ������ ��
���
 ������ � ������

��!" '�� ����
$��� ����� ��
���
� �������)��� ����
$���� ����� ������������ � ������� ��
�

��
���
 �����
 � ������� X� �� � �
���)1�� ��! �� ������ ����� ����! ((A · X + B)modM) + 1
������"

(���
$ ��
� ��� ����
 �! :��� ��I������� !������ � �����!�
 ��� ��������$ ������ ��
���
��

� ��� �������� � ������� ��� �����)�" G�����$ �� !����� ��� :�� ���
��$� ��:���� �� �������
 ���

�������$ ���	������ ������� ������ ��	
� �� ���!��$� ����� �! ��
���
�� ������� K �� �� �����"

����	��� ���*

������ ���	
��� ��
��

' ������ ������ ������	� 
��
� !����� -�
�� ���
� N , ��
������� ��
���
�� � !������

.1 ≤ N ≤ 104/" ' �
���)1�� N ������� ���� �������� ��
���
��" (�&��� �! :��� ����� �����&��

������ -�
�� ���
�� ��!��
����� �����
��" 2�� ��������� S,A,B � M �����������)1�	� ��
���
�
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